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Zenon Zwierzewicz

Sterowanie optymalne statkiem w obszarze ze zmiennym pradem —
problem czasooptymalnej marszruty

W artykule tym przedstawimy rozwiazanie tzw. nawigacyjnego problemu Zermelo [1] w oparciu o
metody teorii sterowania optymalnego (SO). Podstawowym rezultatem tej teorii jest twierdzenie znane
pod nazwa ‘zasady maksimum Pontriagina’ [2] pozwalajace wyznaczy¢ optymalny (W sensie
zadanego kryterium) program sterowania obiektem (procesem) przy zatozeniu peinej znajomosci jego
modelu dynamicznego.

Na wstgpie przedstawione zostang podstawowe fakty z teorii sterowania optymalnego w postaci
ogolnych sformutowan zaré6wno problemu SO jak i zasady maksimum. W dalszym ciagu
sformutujemy problem Zermelo - optymalnej marszruty statku (optimal routing problem), oraz
pokazemy, Ze jest on szczegdlnym przypadkiem ogodlnego zadania sterowania optymalnego.

Bazujac na podanych faktach przedstawione zostanie szczegotowe rozwiazanie problemu Zermelo,
najpierw w formie og6lnej (analitycznej), a nastgpnie W wersji numerycznej (dla konkretnych danych
liczbowych), wiacznie z prostymi algorytmami komputerowymi w Matlabie/Simulinku [4,5].

W artykule uzyto, powszechnie przyjetego w teorii sterowania, zapisu wektorowo macierzowego.
Wektory i macierze oznaczono czcionka pogrubiona.

1. Problem sterowania optymalnego — pojecia podstawowe

Niech dany begdzie matematyczny model sterowanego obiektu lub procesu w postaci rOwnania stanu:
x = f(x(®),u(®)

przy warunkach poczatkowych X(t,) = X°
gdzie X(t)e D < R" jest n-wymiarowym wektorem stanu

oraz ueU — R™ reprezentuje M -wymiarowy wektor sterowan.
Zbior D jest obszarem, natomiast U domknigtym obszarem.
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Rys. 1. Trajektoria obiektu sterowanego wraz ze zbiorem docelowym.



Dany jest ponadto domknigty zbior L < R" x D tzw. zbior docelowy (target set):

L= x:1(x(t) <0

gdzie | - funkcja wektorowa, r-wymiarowa klasy C*.
Przez 0L ozaczamy brzeg zbioru L i zaktadamy, ze ¥ # 0 w otoczeniu brzegu 6L. 1¥ oznacza tutaj
gradient k-tej wspotrzednej funkcji wektorowej | ; k=1,2...r.

Jako czas zakonczenia procesu rozumiemy pierwszy moment osiagnigcia przez trajektorig stanow
X(t) = x(t,t,, x°,u(t)) zbioruL:

t,=min HeR": X(t)edL .

Miara jakos$ci sterowania dana jest za pomoca tzw. kryterium (wskaznika, funkcjonatu) jakosci
(kosztu, wyptaty):

W= [LEOUOHEEXE) @3
t

gdzie f, i G sa skalarnymi, nieujemnymi funkcjami klasy C'.

Sformulowanie problemu sterowania optymalnego:
Sposrod sterowan dopuszczalnych u (U €U ), przeprowadzajacych obiekt ze stanu poczatkowego

x° do zbioru docelowego L znalez¢ takie, ktore minimalizuje wskaznik jakosci J(u). Sterowanie takie
nazywamy sterowaniem optymalnym i oznaczamy u . Zatem

J(u) = min J (u)

Na sktadowe u; (i = 1,2,...,m) wektora sterowania u, naktada sie zwykle dodatkowe warunki (ograniczenia) np.,
ze sq funkcjami przedziatami ciaglymi o wartoSciach ze zbioru U. Sterowania takie nazywamy sterowaniami
dopuszczalnymi.

Przedstawione zadanie sterowania jest bardzo ogoélne. Specyfikujac wystgpujace tu elementy
mozemy otrzymac typowe, czgsto spotykane postaci zadania np.:

B
- biorac funkcje f,=1, G=0 mamy J(u)= Ildt =t, —t, , a wigc tzw. problem czasooptymalny
t0

(znalez¢ sterowanie przeprowadzajace stan obiektu z punktu X° do zbioru L w najkrotszym
czasie),

- opuszczajac zbidr docelowy L mamy problem, gdzie nie wystgpuja ograniczenia na koncowy
punkt trajektorii X*, przy czym czas koncowy t (czas trwania procesu) moze by¢ tu zaréwno
ustalony jak i swobodny,

- biorac uktad liniowy X=Ax+Bu z funkcjonatem jakosci postaci

1 1Y : .
J(u) = 5 x"(t )HxX(t,) + r J(XTQX +u'Ru)dt - min (gdzie t jest z gory ustalony), a
f
nastepnie pomijajac zbior docelowy L oraz ograniczenia na sterowanie (tzn. biorac U = R™)
dostajemy tzw. problem regulatora liniowo-kwadratowego LQR (linear-quadratic regulator). Dla

problemu LQR mozliwe jest stosunkowo tatwe uzyskanie tzw. syntezy sterowania optymalnego
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czyli sterowania w sprzezeniu zwrotnym. Decyduje to o duzej wadze tego problemu zaréwno w
teorii jak i zastosowaniach.

2. Zasada maksimum Pontriagina
Jednym z mocniejszych narzedzi rozwiazywania zadan sterowania optymalnego jest twierdzenie
znane pod nazwa ‘zasady maksimum Pontriagina’, ktorego do$¢ ogodlne sformutowanie podano

ponizej. Przedtem jednak wprowadzmy pewne potrzebne pojecia:

wektor stanu sprzgzonego:

p(t) =[P, (1), p, (1), P, O

hamiltonian:
H(p(), x(t), u(t)) = p(t)o F(x(),u)) — f,(x(),u(t)) .

pof=pf+p,f,+---+p,f

gdzie
. 5 tzn. , o” -oznacza mnozenie skalarne.

Twierdzenie (zasada maksimum)

Jesli w sformulowanym problemie sterowania optymalnego U" =u’(t) i X" = X" (t) oznaczaja
odpowiednio sterowanie optymalne i odpowiadajaca mu trajektori¢ wychodzaca z zadanego stanu
poczatkowego X°, to istnieje wtedy niezerowa funkcja wektorowa p(t) (trajektoria sprzezona)
spelniajaca wrazz X" i U" nastepujace warunki :

- rbwnanie stanu
X" =f(X'(t),u"(t) ; X'(t,)=x" - warunki poczatkowe

- rbwnania stanu sprz¢zonego

JH
p=-H, = T ox
op M
p) =-H, (p(t), x®)".u®)’) < S
JH
:—H e ——
Pn X, ox,
z warunkami transwersalnosci
pl le I>I<1
% i % p2 GX2 I)I(z
p(t,) =G, (X" (t,)) —Zﬂv.lx(X t) < 1= —%Z' Sl
P |G, I

gdzie 4, e R,



- przy czym sterowanie u(t) = u”(t) maksymalizuje Hamiltonian :

H (p(t), x"(t), u"(t)) =max H(p(t),x"(t),u) =0 ; teltyt ]

3. Sformulowanie problemu Zermelo jako zadania sterowania optymalnego oraz jego
rozwiazanie z wykorzystaniem zasady maksimum

W ramach przedstawionego powyzej ogoélnego sformulowania problemu SO przedstawimy teraz
problem optymalnej marszruty statku w obszarze z pradem. Oczywiscie pole wektorowe

reprezentujace prady moze zawiera¢ w sobie takze inne oddziatywania otoczenia na statek jak np.
wplyw wiatru.

Jako model sterowanego procesu przyjmiemy kinematyczny model ruchu statku:

X, =V cosu + @, (X;,X,)
X, =V sinu+ @, (X,,X,)

gdzie:

X, (t), X, (t) — wspohzedne (pozycja) statku w czasie t,
V — predkosc¢ statku (stata) ,
U — kurs statku (zmienna sterujaca) ,

[@,(%, %), @,(%, %,)]" — pole wektorowe rozktadu pradu,
x® =[x, x2]" — punkt poczatkowy trajektorii statku,

X =[x, x5]" =[0,0]" — punkt docelowy.

v
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Rys. 2 Trajektoria statku w obszarze z silnym pradem.

Kryterium jakos$ci — minimalny czas procesu sterowania:



t
J(u)= jldt =t — min
0

Zbidr punktow docelowych:
L= &, %) I*(x,x,) =0, |2(x1,x2):0§ &.%): x, =0, x,=0 3.
Hamiltomian systemu:
H= [p/t),p,(t)]e[Vcosu+e Vsinu+e,] -1 ,

lub
H={p,(Vcosu+ep,(x,%))+ p,(Vsinu+ ¢,(x,X,))-1}=0

Roéwnania stanu sprzgzonego:

_ o oH
p=—H, (p.x".Uu)ep=-H, T P, (% %) = Pz -y, (% 1X,)

. .. ) oH
P, =_Hx2(an u )Q P, =_HX2 :_67:_ pl'le2 (Xl ’Xz)_ P2 '¢2X2 (Xl ’XZ)
2

Warunki transwersalnosci:

_ . 2_o_ .1_ .0__21__.COSQ'
p(t) =Gy 4l — 4,1 —M A M % u— u— A Lina}

czyli
P, (t,) cosx
p(tk) = == .
P, () sina
Maksymalizujac hamiltonian w czasie t, mozemy otrzymaé¢ A jak rowniez warto$¢ U™ (t, ). W tym
celu piszac hamiltonian:
max H (t,) =max —AV[cos«,sina]e[cosu,sinu]—A(p,cosa +@,sina) -1} =0,
widzimy, ze H(t,) osiaga maksimum ze wzgledu na u , gdy wektory a=[coSc,Sina] i

b =[cosu,sinu] beda kolinearne tzn. a(1b . Wtedy iloczyn skalarny @ob =+1, zatem (biorac
dob =—1) mamy:

u*t)=a+z
A= . :
%\/—(olCOSa—(p?_SIna)

Stad, wartosci wspotrzednych p(t,) wynosza:



p, (t,)=—cosa/(V -¢p cosa-p,sina)
p, (t.)=-sina/(V -¢,cosa-e,sina)

Po rozwigzaniu rownan sprzgzonych czyli uzyskaniu funkcji p,(t), p,(t) w catym przedziale
[0,t,] maksymalizujemy w tym przedziale hamiltonian:

mjiX H(t) = ml?x{V[pl(t), p,(O]e[cosu,sinu] + P, (% . X,)+HP,9,(% 1 X,)) —1}=0.

Widzimy, ze H(t) osiaga maksimum ze wzgledu na u gdy spehiony jest :

Py = _p2 - warunek kolinearno$ci .
cosu sinu
Stad mamy:

tanu” =sinu/ cosu=p,(t,t, ,a)/ p, (¢, ,0)

lub
u*(t)==r+arctan(p,/p,) .

Otrzymali$my zatem rodzing parametryczna (parametru o) sterowan optymalnych. Startujac teraz

ze stanu koncowego x* =[0,0]" i catkujac réwnanie stanu wstecz w czasie otrzymujemy

odpowiadajaca rodzing trajektorii optymalnych. Parametr o dobieramy tak, aby speinione byty

réwniez warunki poczatkowe x?. W tym celu mozna wykorzysta¢ jedna ze znanych procedur

numerycznych, badz dla celéw praktycznych tatwo jest to zrobi¢ po prostu metoda prob i biedow.

4. Przyklad numeryczny

W przyktadzie tym ogblne rozwiazanie podane W poprzednim punkcie wyspecjalizujemy dla
konkretnych danych liczbowych uzyskujac w ten sposob mozliwos¢ rozwiazania numerycznego z
zastosowaniem komputera. Przyjmujemy nastepujace dane (odlegto$¢ mierzymy w milach morskich

[nm], natomiast predko$¢ w weztach [kn]):
punkt poczatkowy - A=x°=(x,xJ)=(-1.86, 3.66) [nm]
zbior punktow docelowych- B = xK :(Xlk ,X'z‘ ) = (0,0),
predkos¢ statku - V=05kn,

liniowo narastajace pole pradowe:

0
Vv, :{(pl}:{ } , gdzie k=-05.
P, kx,

rownania ruchu statku:



% =V cosu
X, =Vsinu+kx

kryterium jako$ci:
!
J()= [1dt — min .
0

W celu znalezienia optymalnego sterowania kursem dokonamy nastepujacych dziatan.
Budujemy hamiltonian:

H= §,).p,t) d¥cosuVsinu+kx +1 |

lub
H={p,Vcosu +p, (Vsinu+kx, ) -1}

Warunki transwersalnosci:

| py(t) . cosa/V
Pl _[pz (t. )} - Lina/V}

Roéwnania stanu sprzgzonego:

. oH

plz_a:_kpZ ’

pzz_ﬁzo = p,=const=-sina/V
OX,

Catkujac pierwsze rownanie otrzymujemy:
p,(t)=(k(t, —t)sina+cosa)/V

stad

=P/ —tan
tanu”= %1 =Nt ~Dtanaty)

lub
._ tan
u —”+am( %k(tk—t)tana +1))

Zatem

t. = (cot(u”(0)—x)—cota)/k
Otrzymane wyniki:
a=30" = u(t) = 210°,

u*(0) = 345°



oraz czas zakonczenia procesu sterowania t, =10.93 h.

Dla poréownania, gdyby statek ptynat miedzy punktami A i B po linii prostej bez dziatania pradu,

zajetoby mu to +/3.66° +1.86% /0.5 = 8.21 h., a wiec stosunkowo niewiele mniej. Zas nawigacja tego
rodzaju w przypadku dziatania pradu jest (dla przyjetych danych) w ogole niemozliwa, gdyz sita pradu
nie pozwala na ustawienie wypadkowego wektora predkosci wzdtuz odcinka AB.

Nalezy tutaj przypomnie¢, ze kurs w nawigacji mierzony jest wzgledem osi pionowej (pdinoc)
zgodnie z ruchem wskazowek zegara.

Rezultatem graficznym tych wynikow jest czasominimalna trajektoria ruchu statku jak na Rys. 3.

A Xl th
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A=x°=[-1,86, 3.66]

Rys. 3. Czasominimalna marszruta startujaca w punkcie A.

Powyzszy wynik zostal uzyskany przy pomocy nastepujacego skryptu programu Matlab:

% Calkowanie rownan kinematyki w problemie Zermelo
% odwotanie do funkcji 'fzr'

% Parametry funkcji ode23;
x0=[0 0];

[t,x]=0ded45('fzr',0,12,x0,10"(=-7),1);

L=x(:,1)>-1.86;

x=x (L, :);

w=x(:,1);

z=x(:,2);
plot(z,w,3.66,-1.86, Y

gdzie w instrukcji ,,ode45¢“ odwolywano si¢ do funkcji:

function rkin=fzr (t, x)
% funkcja do catkowania réwnan problemu nawigacyjnego Zermelo
v=0.5;
k=-0.5;
a= 30*3.14/180;



[

% rownania kinematyki
rkin=zeros(2,1);
if (k*t*sin(a)+cos(a)) >0 ;

rkin(1l)=-V*cos (pi+atan(sin(a)/ (k*t*sin(a)+cos(a))));
rkin(2)=-V*sin (pi+atan(sin(a)/ (k*t*sin(a)+cos(a))))-k*x(1);
else

rkin(1l)=-V*cos (2*pit+atan(sin(a)/ (k*t*sin(a)+cos(a))));

rkin (2)=-V*sin(2*pi+atan(sin(a)/ (k*t*sin(a)+cos(a))))-k*x(1);

end

Alternatywnym sposobem rozwiazania numerycznego z uzyciem Simulinka jest nastgpujacy
schemat z towarzyszacym mu skryptem funkcyjnym:

[ [ >
x1

pred. V Fen  stop simulation

MATLAB u
®'—> Function

Clock
Mzermkin Fcn
- 1/s O
pred. V_ Suml x2 |

] XY Graphl

Yy

Rys.4 Schemat simulinkowy realizujacy czasominimalna trajektori¢ ruchu statku.

function u = mzermkin (t)
% funkcja u=u(t) w problemie Zermello

k=-0.5; a= 30*3.14/180;

if (k*t*sin(a)+cos(a)) > 0 ;
u = pi + atan(sin(a)/(k*t*sin(a)+cos(a)));
else u = 2*pi + atan(sin(a)/(k*t*sin(a)+cos(a)));
end

Funkcja Fcn - okre$lajaca warunek stopu ma oczywiscie posta¢: U[1] <—1.86.

5. Uwagi koncowe

Rozwigzanie przedstawionego powyzej problemu podano takze (poza oryginalng wersja [1]) w
ksiazce Brysona i Ho [2]. Jednak w obydwu przypadkach zastosowano podejscie z pozycji rachunku
wariacyjnego. W obecnym tutaj rozwiazaniu zastosowano sposob bardziej zorientowany na
nowoczesna technike obliczeniowa, ktéry stosunkowo tatwo mozna uogoélni¢ na bardziej ztozone
przypadki tego problemu [6,7] (np. sytuacja z ograniczeniami przestrzeni stanow, gdzie dodatkowo
nalezy omija¢ np. mielizny, domeny obcych statkéw, obszary silnych burz i sztorméw etc.). Znacznie
bardziej zaawansowany problem optymalnej nawigacji, gdzie zastosowano zasad¢ maksimum, podano
w pracy [8]. Problem dotyczyt dynamicznego sterowania statkiem w procesie unikania kolizji oraz
propozycji automatycznego, inteligentnego systemu antykolizyjnego.
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